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Exercice 1

Sujet — Exercice 1 — 4 points

Un supermarché dispose d’un stock de tomates provenant de deux fournisseurs A et B.
Il a été constaté que :

— 91 % du stock de tomates est commercialisable ;
— 60 % du stock de tomates provient du fournisseur A ;

— parmi les tomates provenant du fournisseur A, la proportion de tomates commercialisables
est de 95 %.

On choisit au hasard une tomate dans le stock.
On désigne par :

— A I’événement « La tomate provient du fournisseur A » ;
)
— B I’événement « La tomate provient du fournisseur B » ;
)
— (C I'événement « La tomate est commercialisable ».

Pour un événement quelconque F, on note P(E) la probabilité de E.

Partie A 1. Recopier 'arbre ci-dessous en complétant les pointillés.

2.a. Déterminer la probabilité que la tomate choisie soit commercialisable et provienne du
fournisseur A.

2.b. Démontrer que Pg(C) = 0,85.

2.c. La tomate choisie est non commercialisable. Le responsable des achats estime qu’il y a
deux fois moins de chance qu’elle provienne du fournisseur A que du fournisseur B. A-t-il
raison ?

Partie B On rappelle que 9 % des tomates du stock ne sont pas commercialisables.

[\
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1. On prend 15 tomates dans le stock au hasard et de maniére indépendante. On considére que
le stock est suffisamment important pour qu’on puisse assimiler ce prélevement a un tirage
aléatoire avec remise.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de tomates non commercialisables dans cet
échantillon de 15 tomates.

1.a. On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. En préciser les parametres.
1.b. Déterminer la probabilité qu’exactement deux tomates soient non commercialisables. On
donnera la valeur arrondie au millieme.

1.c. Déterminer la probabilité qu’au plus deux tomates soient non commercialisables. On
donnera la valeur arrondie au milliéme.

2. On constitue désormais un échantillon de n tomates, toujours dans les mémes conditions,
ou n désigne un entier naturel non nul.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tomates non commercialisables et F}, la

variable aléatoire égale a la fréquence de tomates non commercialisables dans cet échantillon

X
de n tomates. On a donc F,, = —2.

n
On admet que la variable aléatoire X,, suit la loi binomiale de parametres n et 0,09.
2.a. Calculer 'espérance E(F),) et exprimer la variance V(F;,) en fonction de n.

76
2.b. Démontrer que P(0,04 < F), < 0,14) > 1 — ——.

n
2.c. Le responsable des achats préleve dans le stock un échantillon de 500 tomates. Il s’apercoit
que 55 tomates ne sont pas commercialisables. Est-ce conforme a ce qu’il pouvait attendre ?
Justifier la réponse.

Corrigé

Partie A 1. Les trois données de I’énoncé se traduisent ainsi :

— 60 % du stock provient de A : P(A) = 0,60; le stock ne provenant que des deux
fournisseurs A et B, I'événement B est 'événement contraire de A, donc P(B) = P(A) =
1-10,60=0,40;

— parmi les tomates de A, 95 % sont commercialisables : ¢’est une probabilité conditionnelle,
PA(C) = 0,95, d’ou PA(C)=1-10,95= 0,05 (la somme des probabilités des branches
issues d’un méme nceud vaut 1) ;

— 91 % du stock est commercialisable : P(C) = 0,91 (cette donnée ne figure pas sur une
branche de I'arbre : elle porte sur 'ensemble du stock).

Les quatre pointillés valent donc, de haut en bas : 0,95 et 0,05 sur les branches issues de A,
0,60 sur la branche A et 0,40 sur la branche B.

0,95 C

0,05 ol

0,40 / C
B \

C

Les deux branches issues de B ne portent pas de pointillé : elles valent Pg(C) et Pg(C), que
la question 2.b déterminera (0,85 et 0,15).
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2.a. L’événement demandé est AN C. La probabilité d’'un chemin de ’arbre est le produit des
probabilités portées par ses branches :

P(ANC) = P(A) x P4(C) = 0,60 x 0,95 = 0,57.

La probabilité que la tomate choisie soit commercialisable et provienne du fournisseur A est
0,57.

2.b. Les événements A et B = A forment une partition de I'univers. D’aprés la formule des
probabilités totales :
P(C)=P(ANnC)+P(BNC).

On connait P(C) =0,91 et P(ANC) = 0,57, donc
P(BNC)=0,91-0,57=0,34.
Comme P(B) = 0,40 # 0, la définition de la probabilité conditionnelle donne

_P(BNC) 034 34
Ps(C) = P(B) 040 a0 _ 0®*

Ce que le correcteur attend : la probabilité demandée est Pg(C), et non P(BNC) = 0,34; la
division par P(B) est I’étape notée.

2.c. On sait maintenant que la tomate est non commercialisable : il faut comparer les probabilités

conditionnelles Ps(A) et P5(B). Ona P(C) =1— P(C) =1- 0,91 = 0,09, puis
P(ANC) = P(A) x P4(C) = 0,60 x 0,05 = 0,03,

P(BNT) = P(B) x Pg(C) = 0,40 x (1 — 0,85) = 0,40 x 0,15 = 0,06.
(On vérifie au passage que 0,03 + 0,06 = 0,09 = P(C).) Ainsi

0,03 1 0,06 2
cd=gm=3 & feB=g5=3
1 1 - . .
Or 3=5 X 3 : sachant que la tomate n’est pas commercialisable, il y a exactement deux fois

moins de chances qu’elle provienne de A que de B. Le responsable des achats a raison.
Ce que le correcteur attend : on ne compare pas P(A) = 0,60 et P(B) = 0,40 (ce serait sans
I'information « non commercialisable »), mais bien les probabilités sachant C.

Partie B 1.a. On répéete 15 fois, de fagon identique et indépendante (le prélévement est
assimilé & un tirage avec remise), une méme épreuve de Bernoulli & deux issues : « la tomate
n’est pas commercialisable », de probabilité p = 0,09, ou son contraire. La variable X compte
le nombre de succes. Donc X suit la loi binomiale de parametres n = 15 et p = 0,09, notée
B(15;0,09).

15

1.b. Pour tout entier k compris entre 0 et 15, P(X = k) = (k

) x 0,09% x 0,911°=F, Pour
k=2:

15
P(X=2)= <2> x 0,09 x 0,913 = 105 x 0,0081 x 0,91'3 ~ 0,249 58.

Arrondie au millieme : P(X = 2) = 0,250.
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1.c. « Au plus deux » signifie X < 2, c’est-a-dire X =0, X =1 ou X = 2; ces trois événements
étant incompatibles :

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2).

15
Or P(X =0)=0,91" ~ 024301l et P(X = 1) = < ) ) %0,09%0,91'* = 1,35%0,91'* ~ 0,360 51.

Donc
P(X <2)=~0,24301 + 0,36051 + 0,249 58 = 0,853 10.

Arrondie au millieme : P(X < 2) =~ 0,853.

2.a. Comme X, suit la loi binomiale de parameétres n et p = 0,09 :

E(X,) =np=0,09n et V(X,) =np(l —p) =n x 0,09 x 0,91 = 0,0819 n.

1
Par linéarité de I’espérance, et puisque V(aX) = a?V(X) avec a = — :
n
E —Xn , V X’I’L , 1 ’ 1
E(F,) = (Xn) _ 0,090 _000,  V(E) = (2 ) _ 0082971 _ 0,0819
n n n - n

2.b. L’encadrement 0,04 < F,, < 0,14 est centré sur 0,09 = E(F},) : en retranchant 0,09, il
s’écrit —0,05 < F,, — 0,09 < 0,05, c’est-a-dire |F,, — E(F,)| < 0,05.
D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a F;, avec € = 0,05 > 0 :

V(F,) 00819/n 32,76

P(|F, — E(Fy,)| > 0,05) < = =
(1Fn (Fn)| ) 0,052 0,0025 n

En passant & ’événement contraire (pour tout événement M, P(M) =1— P(M)) :

32,76
P(|F, —0,09] < 0,05) >1— 222,
n

32,76
soit exactement P(0,04 < F,, <0,14) > 1 - ——.

n
Ce que le correcteur attend : centrer ’encadrement sur I’espérance avant d’appliquer I'inégalité,
et ne pas oublier le passage au contraire, qui transforme la majoration « < » en minoration «
= »
> ».

2.c. Ici n = 500, et la minoration précédente donne

32,76

P 4 < F: 14)>1
(0,0 < F500 <0, ) 500

=1-0,06552 = 0,934 48.

Autrement dit, avant tout prélevement, la fréquence aléatoire Fypg d’un échantillon de 500
tomates a au moins 93,4 % de chances d’appartenir a 'intervalle ]0,04 ; 0,14[. Or, sur I’échantillon
effectivement prélevé, la fréquence observée de tomates non commercialisables vaut
55
=—=0,11
f 500 ) )
et 0,04 < 0,11 < 0,14. L’observation appartient donc a l’intervalle attendu avec une probabilité
d’au moins 0,934 : le résultat est conforme a ce que le responsable pouvait attendre.
Ce que le correcteur attend : il ne s’agit pas de comparer 0,11 & 0,09 (un écart est normal),
mais de constater que 0,11 tombe dans 'intervalle ]0,04 ; 0,14[, dont 'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev garantit qu’il concentre au moins 93,4 % des échantillons de taille 500.
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Sujet — Exercice 2 — 6 points

Partie A : étude du sens de variation d’une fonction On considere la fonction f définie

2
sur R par f(z) = ﬁ

1. Résoudre 'équation f(z) = =.
2.a. On admet que la fonction f est dérivable sur R. Vérifier que, pour tout réel z, on a

Fla)= —— .
(1+22)vV1+ 22
2.b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur R.
Partie B : étude de la convergence d’une suite récurrente La suite (u,) est définie
par up = 1 et, pour tout entier naturel n, un+1 = f(un).
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a 1 < u, < Up4q < V3.
2. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
3. Le but de cette question est de retrouver par une autre méthode les résultats de la question
2. de la partie B. Pour tout entier naturel n, on pose :

2
Un,

R
3 —us

Up =

On admet que la suite (vy,) est bien définie.
3.a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 4 dont on précisera le
premier terme.

1,5 x 4™
3.b. En déduire une expression de en fonction de is que = ,/————— pour tout
n uire une expression de v, en fonction de n puis que u, 1/1+0’5X4npur u

entier naturel n.

3.c. En déduire la limite de la suite (uy,).

Partie C : étude de la convergence de la somme de termes Pour tout entier naturel
n non nul, on pose S, = uf +uf + -+ +u’_;.

1. Recopier et compléter le script Python ci-dessous afin que celui-ci permette de lister les p
premiers termes de la suite (Sy).

from math importx*

def termes(p)
u=...
S=0
L=[]
for i in range(p)
S=...
u=...
L.append(S)
return L
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Remarque : on rappelle qu’en langage Python, la commande L=[] crée une liste vide; la
commande L.append(8) ajoute, a la fin de la liste L, ’élément supplémentaire S.

2. On rappelle que, pour tout entier naturel k, on a 1 < uy, < /3. Démontrer que, pour tout
entier naturel n non nul, on a n < S, < 3n.

S,
3. En déduire les limites respectives de 5, et de —Z“ lorsque n tend vers +o0.
n

Corrigé

Partie A 1. Pour tout réel x, 1 + x? > 0 : ’équation est définie sur R. On la rameéne & un
produit nul :

flz)=2 <= 2 JJ=0<:>1'<L 1)20.

it itz

Un produit est nul si et seulement si I'un de ses facteurs l'est.

— Soit x =0;
2
— soit ———= =1, c’est-a-dire v/1 + 22 = 2. Les deux membres étant positifs, on peut
V1+x2 ’ ’
élever au carré : 1 + 22 =4, donc 22 =3 et z = —v/3 ou = = V3.

L’ensemble des solutions est S = {—\/g ;05 \/§}

2.a. Ecrivons f(z) = 2z x (14 22)~Y/2, produit de v : z +— 2z et de w : z +— (1 + 22)"1/2 =
1 /

V1+ 22

quotient, avec v(z) =1 + 2% > 0) :

. On a u/(z) = 2 et, en dérivant w comme composée ((v/v) = v puis dérivée d’'un

2V/v

0 243
w'(x):_( 1+x2> __2V1+4a? _ z

(ViTar) 1P Qs@vire

La formule (vw)" = v/w + uw’ donne alors

2 222 2(1+2%) — 222 2

fl@) = Vita? (14+22)Vi+22 (1+2)Vi+22  (1+22)V1+ 22

ot lon a réduit au méme dénominateur (1 + 2?)v/1 + 22. C’est bien l'expression annoncée.
2.b. Pour tout réel z, 1 + 22 > 0 et v/1 +22 > 0, donc le dénominateur (1 + z2)v/1 + 22
est strictement positif; le numérateur vaut 2 > 0. Ainsi f'(z) > 0 sur R : la fonction f est
strictement croissante sur R.

Partie B 1. Notons P(n) la propriété : « 1 < up < tUpp1 < V3 ». Démontrons-la par
récurrence. )
Initialisation. On a ug = 1 et up = f(up) = f(1) = —= = V2. Comme 1 <1< V2<V3 (car

V2
2 < 3), la propriété P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un entier naturel n fixé, c’est-a-dire 1 < uy, < up41 < V3.
La fonction f étant strictement croissante sur R (partie A), elle conserve l'ordre : en appliquant
f a cet encadrement,

FQ) < fun) < flunsr) < F(V3),
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c’est-a-dire, puisque f(up) = Upt+1 €t f(Upt1) = Upt2 :

\@gun+1<un+2<\/§; ol f(\/g):\fl\/»%:%/g:\/g

Comme 1 < v/2, on obtient 1 < upi1 < Upio < V3 : P(n+ 1) est vraie.

Conclusion. P(0) est vraie et P est héréditaire : d’apres le principe de récurrence, pour tout
entier naturel n, 1 < u, < upy1 < V3.

Ce que le correcteur attend : I’hérédité s’obtient en appliquant f a I’encadrement entier et en
invoquant explicitement la stricte croissance de f; le calcul f (\/3) =3 (déja visible en partie

A : /3 est un point fixe) est indispensable pour conserver la borne.

2. D’apres la question précédente, u, < up4+1 pour tout n : la suite (uy) est croissante; et
up < V3 pour tout n : elle est majorée par /3. D’apres le théoréme de convergence
monotone, toute suite croissante et majorée converge : (u,) converge vers un réel £.

Déterminons /. La fonction f est continue sur R (elle y est dérivable), donc en passant a la
limite dans w,+1 = f(u,) on obtient £ = f(¢) : £ est solution de 1’équation de la partie A, donc
le {—\/3;0 ; \/3} Or u, > 1 pour tout n, donc par passage a la limite dans 'inégalité ¢ > 1.

Seule la valeur v/3 convient :

3.a. Calculons d’abord u?2; :

Puis le dénominateur de vy, :

42

3(14wup) —4up  3—up
3_u3+1:3 n_ _ (+un) Unp Un,

1+l 1+u2  1+u2

Comme 1 < u, < /3, 0on a3 —u2 >0 : ce dénominateur n’est pas nul, et

2 2 2 2
U’nJrl _ 4un 1 + Uy, _ Uy,

= X =
3—ul, 1+ul 3-—ul 3—u?

Uptl = =4v,.

Pour tout entier naturel n, v,41 = 4v, : la suite (v,) est géométrique de raison 4, de
premier terme
2
U 1
vo = - = =0p5.
07 3-w2 3-1 2

3.b. Une suite géométrique de raison g et de premier terme vy vérifie v, = vgq™, donc
v, = 0,5 x 4™,

_Un
3—u?
u2 (1 + v,) = 3v,. Comme v, > 0, 1 + v, # 0 et

2
n

Revenons a u, : de = v, on tire u2 = v, (3 — u2), soit u2 + v,u2 = 3v,, cest-a-dire

9 Bup 3 x05x4"  1,5x4"
" 14w, 1405x4" 1405 x4n

U
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Enfin v, > 1 > 0, donc u,, est la racine carrée de u% :

_ 1,5 x 4"
Y= AT 05 x4

g y Y "y &% : .
3.c. Le quotient présente une forme indéterminée « — » : on factorise par le terme dominant
00

4™ au numérateur et au dénominateur, ou, ce qui revient au méme, on divise les deux par

4" £0:

2 . 1,5
un — 17.
47 + 0,5
. n . 1 . . 9 1,5
Comme 4 > 1, lim 4" =400, donc lim — =0 et, par quotient, lim wu; = =3. La
n—-+o00 n——4oo 4M n——+o0o ,5
fonction racine carrée étant continue sur [0; +oc[, on conclut
lim u, = V3,
n—-+o0o
ce qui confirme le résultat de la question 2.
Partie C 1. La variable u doit contenir successivement ug, w1, uo, ... : on U'initialise a ug = 1.
A chaque tour de boucle on ajoute u? & la somme S, puis on remplace u par le terme suivant
2u;
Uij11 = —————, avant d’ajouter la somme courante & la liste. Le script complété est :
1+ ui2
from math importx*
def termes(p)
u=1
S=0
L=[]
for i in range(p)
S=S+u**2
u=2*u/sqrt (1+u**2)
L.append(S)
return L

Au tour 1 = 0, S devient ug = 51 et est ajouté a la liste; au tour ¢ = 1, S devient u02 +u = Sy,
etc. La fonction renvoie donc la liste [Si, Sa,. .., Sp] des p premiers termes de (S,).

Ce que le correcteur attend : 'ordre des deux affectations est déterminant. Si ’on met a jour u
avant de I'ajouter & S, la somme démarre & u? et le terme ué est perdu.

2. Soit k£ un entier naturel. On a 1 < uy < \/?:, et ces trois nombres sont positifs ; la fonction
carré étant croissante sur [0;+oo[, on peut élever au carré en conservant l'ordre :

2
12 < u,? < (\/§) , c’est-a-dire 1< u,? < 3.

Soit maintenant n un entier naturel non nul. La somme S,, comporte exactement n termes
(u@ jusqu'a u2_;). En additionnant membre & membre les n encadrements précédents pour

k=0,1,...,.n—1:

1+14---41<S5,<34+3+---+3, soit  n<S,<3n.
— —_—

n termes n termes
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3. Limite de S,,. De n < S, et lirf n = 400, on déduit par le théoreme de comparaison
n—-+0oo

(minoration par une suite tendant vers +oo) :

lim S, = +oc.
n—-+o0o
9 g Sn 2 o s 2 1
Limite de —. Pour n > 1, n® > 0 : en divisant I'encadrement n < S, < 3n par n°, 'ordre est
n
conserve :
1 S, 3
- < 5 <.
n n n
Or lim — =0et lim — = 0 : les deux suites encadrantes ont la méme limite 0, donc
n—-+oo n n—-+o0o n
d’apres le théoréeme des gendarmes :
S|
lim — =0.
n—+oo n
Ce que le correcteur attend : S, tend vers +oo mais « pas trop vite » : elle croit comme n,

Sn
donc — tend vers 0. Le théoreme des gendarmes exige que les deux bornes aient la méme
n

limite ; diviser par n (et non n?) donnerait 1 < = < 3, ce qui ne suffirait pas & conclure.
n
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Sujet — Exercice 3 — 5 points

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ;7,7 k).
On considere :

— les points A(4;2;2), B(5;—2;3) et C(1;1;1);

— la droite A dont une représentation paramétrique est donnée par

r=1+2t
y=1+1 avect € R;
z=1+2t

— le plan P passant par le point A et perpendiculaire a la droite A.

1. Vérifier que la droite A passe par le point C'(1;1;1) mais pas par le point A.
2.a. Démontrer qu’'une équation cartésienne du plan P est 2z + y + 2z — 14 = 0.
2.b. Vérifier que le plan P passe par le point B mais pas par le point C.

3. On consideére le point D(3;2;3).

3.a. Démontrer que le point D est le projeté orthogonal du point C' sur le plan P.
3.b. Justifier que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

3.c. Calculer le produit scalaire AB - AD.

3.d. Calculer le volume du tétraedre ABCD.

1
On rappelle que le volume d’un tétraédre est donné par V = 3 X B x h ou B est laire d’une

base du tétraedre et h la hauteur relative a cette base.

4. On appelle H le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC).

s ; . 73 —4 51
4.a. Vérifier que les coordonnées du point H sont <® TR 29).

3v22

4.b. Démontrer que ’aire du triangle ABC' est 5
4.c. En déduire la distance du point D au plan (ABC).

. J

1. Un point appartient a A si et seulement s’il existe un méme réel ¢ donnant ses trois

coordonnées.

Pour C(1;1;1) : en prenant t = 0, la représentation paramétrique donne x =1,y =1, z=1:
ce sont exactement les coordonnées de C'. Donc C € A.

Pour A(4;2;2) : la premiére équation impose 1 + 2t = 4, donc t = g Pour cette valeur,

3 5
Y= 1—1—5 =3 # 2. Aucun réel t ne convient : A ¢ A.

11
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2.a. La représentation paramétrique de A montre que est un vecteur directeur de A

N DN

(ce sont les coefficients de t). Le plan P étant perpendiculaire a A, le vecteur @ est un vecteur
normal a P.

D’apres le théoréeme sur I’équation cartésienne d’un plan, P admet donc une équation de la
forme 2z + y + 2z + d = 0, avec d € R. Le plan passe par A(4;2;2), dont les coordonnées
vérifient I’équation :

2x44+242%x24+4d=0 <<= 8424+44+d=0 << d=—-14.

Une équation cartésienne du plan P est donc 2x + y + 2z — 14 = 0.
2.b. On remplace les coordonnées dans le membre de gauche :

pour B(5;-2;3): 2x5+(-2)+2%x3-14=10-24+6—-14=0,
donc B € P;
pour C(1;1;1): 2x1+142x1—-14=24+14+2—-14=-9#0,

donc C ¢ P.

3.a. Le projeté orthogonal de C' sur P est 'unique point D tel que D € P et (CD) L P.
Vérifions ces deux conditions pour D(3;2;3).

— 2%x34+2+2x3-14=6+2+6-14=0,donc D€ P;

3=l 2
— C"ﬁ 2—1|=11] =1u:levecteur C"ﬁ est colinéaire (ici égal) au vecteur normal @ de
3-1 2

P, et il est non nul, donc la droite (C'D) est orthogonale au plan P.

Le point D est donc bien le projeté orthogonal de C sur le plan P. (On remarque au passage
que (C'D) n’est autre que la droite A, qui passe par C' et a pour vecteur directeur @ : D est le
point de A de parameétre t = 1.)

3.b. Les points A, B et D appartiennent tous les trois au plan P (questions 2.a, 2.b et 3.a).
De plus

54 1 3_4 1
AB|—2-2|=|-4 ot AD|2-2]=1 o
3_9 1 3_9 1

ne sont pas colinéaires : s’il existait A tel que /ﬁ = )\zﬁ, la deuxieme coordonnée donnerait
0 = —4\, donc A =0, et la premiere —1 = 0, ce qui est absurde. Les points A, B, D ne sont
donc pas alignés : ils définissent un plan, qui est nécessairement P.

Or C ¢ P d’apres la question 2.b. Le point C n’appartient donc pas au plan (ABD) : les
points A, B, C' et D ne sont pas coplanaires (et ABCD est bien un tétraedre).

3.c. Le repere étant orthonormé, on utilise ’expression analytique du produit scalaire :

AB-AD =1x (—1)+ (-4) x0+1x1=—-1+0+1=0.

3.d. Le produit scalaire précédent étant nul, les vecteurs @ et zﬁ sont orthogonaux : le
triangle ABD est rectangle en A. Prenons-le comme base du tétraedre. Ses cotés de I'angle
droit mesurent

AB= /124 (42 +12=VI8=3V2, AD=,/(-1)2+02+12=2,
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d’ou laire
AB x AD  3v2 2 3 x2

La hauteur relative a cette base est la distance du quatriéme sommet C au plan de la base,

c’est-a-dire au plan P; comme D est le projeté orthogonal de C sur P (question 3.a), cette

distance vaut
h=CD=+v22+12+422=+9=3.

Donc

1 1
V:§><B><h:§><3><3:3.

Le volume du tétraedre ABC D est égal a 3 unités de volume.

Ce que le correcteur attend : le choix de la base ABD (dans P) n’est pas arbitraire : c’est lui
qui rend la hauteur immédiate, puisque le projeté orthogonal de C' sur P est déja connu. La
question 3.c servait justement & obtenir l'aire sans effort.

73 —4 51
4.a. Posons H <29 29 ) 29> Le projeté orthogonal de A sur (BC') est I'unique point vérifiant
deux conditions : H € (BC) et AH - BC =o.
1— 5 —4
H appartient a (BC) : avec B? 1—(— =1 3 |, on calcule
1— 3 —2
By 2
2%1 5%19 18 (4 18
B | ha || 2B () S B
29 e 29 29 9 29
51 36 -
29 29

Les vecteurs BH et BC sont colinéaires, donc H € (BC).
(AH) est orthogonale a (BC) :

BN B
29 29
vz f| Y I Y
29 29
51, 7
29 29
A5 - BC — (—43) x (—4) + (—6229) x3+(=7) x (-2) _ 172 ;SG +14_

Les deux conditions sont vérifiées : H est bien le projeté orthogonal de A sur (BC).
Autre méthode (pour trouver H sans le connaitre). On cherche H sous la forme B?[ =s B?
donc zﬁ = zﬁ—l—sB?, et I'on résout zﬁ B? =0:

18

AB - BC+s||BC|2 =0 — (—4-12-2)+20s=0 « 5= o

ce qui redonne les coordonnées annoncées.

4.b. Dans le triangle ABC, prenons [BC] pour base : la hauteur issue de A est alors [AH],
puisque H est le pied de la perpendiculaire a (BC) issue de A. On calcule les deux longueurs :

BC = \/ 12432+ (—2)2 =16+ 9 + 4 = V29,
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_ V4324+622+72 /184943844 +49 /5742

AH
29 29 29

3v29v22  3v22
29 -

Or 5742 = 9 X 638 = 9 x 29 x 22, donc /5742 = 3v/29 x V22 et AH = ok

D’ou l'aire
BC x AH 1 3vV22  3vV22
Aapoc= ——— = = X V29X — = ——.
2 2 /29 2

(Numériquement, Apc ~ 7,04.)

4.c. Le volume d’un tétraedre ne dépend pas de la face choisie comme base. Prenons cette fois
le triangle ABC' comme base : la hauteur relative est alors la distance d du point D au plan
(ABC). La formule rappelée donne

3mxd:@d<:>d:

2 2

1 1
VzngAchd@ 3:§><

[\

En rendant le dénominateur rationnel :

6 6V22  3v22
V2 22 1l
3v22
La distance du point D au plan (ABC) vaut T

Ce que le correcteur attend : le mot « en déduire » signale qu’il faut réutiliser le volume V = 3
de la question 3.d avec une autre base, et non chercher une équation cartésienne du plan
(ABC) pour appliquer une formule de distance.

~ 1,28.
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Sujet — Exercice 4 — 5 points

On considére la fonction f définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par f(z) = z(Inx)2.

On admet que la fonction f est dérivable sur lintervalle |0;+o0c[. On note f’ sa fonction
dérivée.

1. Déterminer la limite de la fonction f en +oc.

2. Pour tout réel > 0, on pose g(z) = zInz.

2.a. Démontrer que pour tout réel z > 0, on a f(z) = 4(g(\/§))2.

2.b. En déduire glcli% f(z).

3. Dans cette question, on étudie les variations de la fonction f sur 'intervalle |0 ; +o00].

3.a. Démontrer que sur l'intervalle |0; +oo|, f(z) = (Inz)(2 + Inz).

3.b. En déduire les variations de la fonction f sur l'intervalle |0; +oo].

3.c. Donner la valeur exacte du maximum de la fonction f sur Iintervalle |0;1].

4. On considere ’équation f(z) = 2.

4.a. Justifier que, sur l'intervalle |0; +o00[, cette équation admet une unique solution. On note
« cette solution.

4.b. Donner un encadrement de o d’amplitude 0,1.

5. Soit @ un nombre réel appartenant a l'intervalle |0;1].

1
5.a. Donner une interprétation géométrique de / f(x)de.
a

5.b. A l'aide d’une intégration par parties, justifier que :

1 a2 a
/ f(z)dz = ——(Ina)? - / xInxde.
a 2 1
5.c. En utilisant & nouveau une intégration par parties, démontrer que :

1 2 2 1 &
/a f(z)dz = —%(hla)2 + %lna+ 1 aZ‘

1
5.d. Déterminer la limite de / f(z) dz quand a tend vers 0.

a

1. Quand x — 400, Inz — 400, donc (Inxz)? — 400 (la fonction carré tend vers 400 en 400).
Par produit de deux facteurs tendant vers 400 :

Il n’y a ici aucune forme indéterminée.

15
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1
2.a. Soit > 0; alors v/z > 0 et g(\/x) est bien défini. En utilisant In (/z) = In (:vl/Q) = Inx:

NG

g(ﬁ):ﬁln(ﬁ):ﬁx%lnx:7lnx,

puis, en élevant au carré (et comme (/z)° = ) :
2 x
A(g(VE) =4 x ¥ (n2)? = a(nz)? = f(@).

2.b. D’apres le théoréme des croissances comparées en 07, lim ¢lnt = 0, c’est-a-dire lim g(t) =
0 t—0t t—0t

Or lim /z =07 : d’apres le théoréme sur la limite d’une fonction composée, lim g (y/z) = 0.
z—07F z—07t

Enfin, la fonction ¢ — 4¢? étant continue en 0 et valant 0 en O :

q q 2 2

1 = lim 4 =4 x0*=0.

lim f(z) = lim 4(g(vz))
Ce que le correcteur attend : la forme indéterminée est « 0 x oo ». La question 2.a sert
précisément a la ramener a la croissance comparée du cours, tInt — 0, qui porte sur g et non
sur f.

3.a. La fonction f est le produit de u : x + z et de w : z — (Inz)2. On a v/(z) = 1 et, en
2lnzx

dérivant w comme composée (v2) = 20'v avec v(z) = Inz, w'(z) = 2 x = x Inzx =
3 x
D’apres (vw)’ = v'w + uw’, pour tout x > 0 :

2Inx

fl(z) =1x (Inz)? 4+ z x = (Inz)?>+2Inz.

En factorisant par Inx :
(@)= (nz)(Inz+2) = (Inz)(2+ Inz).

3.b. Le signe de f/(z) est celui d’un produit de deux facteurs :

— Inz=0<«= z=1,etlnx >0 < z>1;

— 24lnz=0 <= lnz=-2 <= z=¢2,et2+Inzc >0 < z>e 2
Comme e~2 ~ 0,135 < 1, on obtient, sur ]0; +oo] :

— sur j0;e7?[:Inz < -2<0et2+Inz <0, donc f'(z) > 0;

— surJe 2;1[:Inz <0et 2+ Inz > 0, donc f'(x) < 0;

— sur |1;400[ : Inz > 0et 2+ 1Inz > 0, donc f/(x) > 0.

4
Avec les valeurs f (e72) = e72 x (—2)? = = f(1) = 1 x 0% = 0, ainsi que lig%)f(w) =0

(question 2.b) et 11111 f(z) = 400 (question 1.), le tableau de variations est :
T—+00

T 0 e 2 1 +00
f(x) +1 0 | —|0] +
i@ o] ] S |NJo] o] +eo

La fonction f est strictement croissante sur |0;e~2], strictement décroissante sur [e=2; 1], puis
strictement croissante sur [1;+oo[. Le 0 inscrit sous la borne 0 du tableau n’est pas une valeur
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de f (la fonction n’y est pas définie) mais la limite obtenue a la question 2.b; en revanche la
valeur 0 en x = 1 est bien atteinte, puisque f(1) = 0.

3.c. Sur ]0;1], la fonction f croit jusqu’en e~2 puis décroit : elle atteint son maximum en
T = e_Q, et ce maximum vaut

f (6_2) =2 <lne_2)2 =e 2 x(=2)?%= ;iz ~ 0,541.

4.a. Traitons séparément les deux intervalles de monotonie utiles.

4
Sur ]0;1] : d’apres la question 3.c, pour tout x de cet intervalle, f(z) < — ~ 0,541 < 2.
e

L’équation f(z) = 2 n’y a donc aucune solution.

Sur [1;4o00] : la fonction f est dérivable donc continue, et strictement croissante (question

3.b), avec f(1) =0 et liril f(z) = +00. Comme 2 est compris entre f(1) = 0 et cette limite,
T—>+00

le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires (théoreme de la bijection, étendu a un
intervalle non borné en remplacant la valeur en la borne par la limite) assure que ’équation
f(z) = 2 admet une unique solution a dans [1;+o0].

En réunissant les deux intervalles, ’équation f(x) = 2 admet une unique solution « sur |0 ; +oo|.

Ce que le correcteur attend : les trois hypotheses du corollaire (continuité, stricte monotonie,
valeur cible entre les images ou limites aux bornes) doivent étre citées; et 'unicité sur tout
]0; +00[ exige d’écarter explicitement l'intervalle ]0; 1], ot f n’est pas monotone mais reste

majorée par — < 2.
e

4.b. La fonction f étant strictement croissante sur [1;+oo[, il suffit d’encadrer 2 par deux
valeurs de f. A la calculatrice :

F24) =24(In24)%~ 1,839 et  f(2,5) =25 (In2,5)2 ~ 2,099.
Ainsi f(2,4) <2 < f(2,5), et la stricte croissance donne
24 < a<25,

encadrement d’amplitude 2,5 — 2,4 = 0,1.

5.a. Sur J0;1],onax >0 et (Inz)? > 0, donc f(z) > 0 : la fonction f est positive sur [a;1],
1

et a < 1. L’intégrale / f(x) dx est donc laire, exprimée en unités d’aire, du domaine du plan

a
délimité par la courbe représentative de f, I’axe des abscisses et les deux droites d’équations
r=aetx=1.

5.b. Remarque sur l’énoncé : tel qu’il est imprimé, le second membre comporte I'intégrale
a 1

/ rlnxzdx; la relation exacte, et celle qu’utilise la question 5.c, fait intervenir / rlnzxdx
1 a

(les bornes sont les mémes que celles de U'intégrale de gauche). C’est cette relation que 'on
démontre. On peut aussi conserver les bornes imprimées a condition de changer le signe, puisque

a 1
/xlnmdx:—/ rzlnzdz :
1 a
1 a2 a
/f(x)dx:—g(lna)Q—i-/ zlnzdz.
a 1
2

Les fonctions u : x % et v: x> (Inx)? sont dérivables sur [a;1] (inclus dans ]0; +oc[) et

leurs dérivées
2Inx

1
'(x) = t '(z)=2x = xInzx =
u'(z) == e v'(x) ~ xlnz .
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b b b
u'v = [uv]af/ uv'.
a

y sont continues : on peut appliquer la formule d’intégration par parties /

Avec f(z) = z(Inz)? = o/ (z)v(2) : ’

/f dx—l (Inz) ] / — 21nx = ll;(lnx)2]1—/Lllxlnmdx,

a

2
21
car % X nr_ zInz. Comme In1 = 0, le crochet vaut
z2 ! 1 a® a®
?(lngz:)2 ) =5 X 0% — 5(111@)2 = —?(lna)z,
d’ou

/ flx (lna)2 /alxlnxd:z:.
1

5.c. Calculons / zlnzdr par une seconde intégration par parties, en posant cette fois

a
2

1
u(z) = % (donc u/(z) = z) et v(z) = Inz (donc v/'(z) = ;), toujours dérivables a dérivées

continues sur [a;1] :

1 [ 2 1 1,
/xlnxdxz[lnx] /—xfd:c— 2lna:1 —/ §da:.

1 2 2 1 2 1 2
Le crochet vautflnl—a—lna:—a—lna, et/ gdaU: :f—a—.Donc
2 2 2 a5 Z

1 2 1 2
/a zlnzxdzr = —%lna— Z—Faz.

En reportant dans la relation de la question 5.b :

2 2 2 2 2
a 1 a a a 1 a
:——l —|—=Ina—=-+4+— ] =——(lna)?*+ =1 - —.
/f (Ina)? ( 5 lna 4+4> 2(na)+2na+4 1
C’est bien I'égalité demandée.
Vérification : pour a = 1, le second membre vaut 0+ 0+ 11 0, ce qui est cohérent puisque

/llf(w)dxz

5.d. Etudions séparément les trois termes dépendant de a lorsque a — 07.
2

a’*(lna)? = (alna)? : par croissances comparées, alna — 0, donc (alna)? — 0 et

—%(lna)2 —0;

2
. 2 a
a?Ina — 0 par croissances comparées (cas n = 2 en 07), donc 5 Ina— 0;

a2
a®> — 0, donc ~7 — 0.
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Par somme de limites :

. 1 1 1
51_1)1%)/(1 f(m)dx—O—l-O—i-Z—O—Z.

Géométriquement (question 5.a), l'aire du domaine situé sous la courbe de f entre a et 1 ne

1
croit pas indéfiniment lorsque a se rapproche de 0 : elle tend vers la valeur finie 1 unité d’aire.

Ce que le correcteur attend : le terme a®(Ina)? ne se traite pas par la croissance comparée
brute ; il faut reconnaitre le carré de aIna (méme idée qu’a la question 2.a) pour lever la forme
indéterminée « 0 X co ».




